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2.

Sur une méthode nouvelle de la geomelrie analytique.
P'ar M. G, Nikoladzdé.

PREFACE.

I existe denx méthodes dif férentes en géometrie,  Lune est ana-
Itigne et étndic les propricics  des fignres  géométvigues a0 Padde  de
Vanalvse mathématigoe. tandis gue Pantre est synthétique of se sert das
le mceme but e considérations purement géométrignes,

Lomtroduction d'une nowvelle notion. eelle du poind impossible nous
a donnd le moyen dune ceviaine simplification dans ta wéthode aualviigue.

[e point pnpossible jone dans a0 géometvie un role  aualegue au
role do nombre im:ij.:iu.-lil':- duns r.'llf.‘l.i:l.m‘. (Cest Nidee fondamnentale I:fll'[
notis a 2widés dans tentes nos rechierches,

Lo bt de ee travail est de wmontyer da uatore de notre mcthode e
dindigquer sur gquelgues exemples Dappheation de ecctte méthoede a Pétnde

des fignres géomciriges,

CHAPITEE [
Théorle générale.
§ 1. L'espace irans-cartésien.

1% hmagimons deux espaces; PFon 47 a2 dimensions, le second ( ) a p
alimensions. o p=n. bdoient (K. .. ) les coordonndes  cartésiennes
d un ]..ruillll 1.|1h*||-fr1n|'lh* il }:]'rnli.a.-l' O e ety &n) celles dn |ll-illl 1|i.1f:|-

conque dun second cspave. Sopposons  entre deus svsiemes ode variables

I 225 ey B Wl 1T R 6 1 Pt e ' les relations:

I O L e | |
(I I T )

Py = O gy tae s fig ).

Jr 1

teles gue le systéme de valewrs (2 soit complétement déterming, (Uesi-
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a dire qua chague point de Pespace (O0), dlaprés les équations (14
correspondent un ou plusicnrs points de Pespace (1),

Géndealement la réciprogue n'a pas lien: en vertn de  Finégaliteé
f=n il existe dans espace (070 des points, anxquels ne corpespond an-
eun point de Vespaee (0.

Cette derniere circonstance jone wn rode  prépondérant  dans  toute
not e théorie,

Fxemple. Soit: o, =4l o, =85 v = i+ i (nons avons ici: = 2: p=3 ).

B omg

Exidensment, il n'existe aucun point dans Vespace (O0), correspondant an
point f (2.2.2) de UVespace (17, puisque  nous obtenons  dans ce eas
trods cgmations meonsiiibles:

i L I VL R

Ces denx espaces jomant nn role différent, ec que dans la suite
sera encore plus clar, deésignons chiacan denx difféeemment, Appelons e
premivr. (L) espace—Lespace carfesier et e second (V) Pespace
frans-carfesten. Quant aux reiations (1) entre les variables (90) et (#e),
nows les aommons fa prausforaiation frans-caclesienie des coordonniées.

2% Ianis Pespace trans-cartésien nons distinguons done denx espéces
de points. Appelons possible clague point de Pespace trans-cartésien au-
guel correspond, aw omoins, un point de Pespaee cartésten:  an o contraire,
nous i pelerens un point impossibile chiague point de Despace  trans-car-
fesien. augquel ne corvespomd ancan point de Pespave eartésien.

1 <em swit qu'a ehagque point die Pespaee  cartesion  coriespondent
un o plustenrs  poits possibles (eéels oun imagivaires ) dans  Cespace
trans=caricsicn, Inversement, a chague point possible  de Pespace  trans-
cartésien corrvespondent un o plusienrs points (réels on bnaginaives ) dans
Vespace carvtesien, Mais anx points impossibles de Vespace trans-cartesien
ne corvespod aveun peint de Cespace cavtésien: ni réel, ni bmaginaive.

3", Ainsi. dans Pespace trans-cariésien on pewt Forwer deux régions:

Ia vézion de= points possibles et la région des points  impossibles.  La
fronticre cutre enx est detérminée par les équations (1 ). Désignons  a
premiere de ces végions par S (possible ), la secomde par S impossible ).

Il est facile de tronver Ja région /2 Powr” obtenir les relations

entre les coordonndes (). déterminant la  rvégion /. on pent imaginer

b Quien ait tre (fr ... g) en fonctions de (25,85, ..., @) des 1 équa-
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tions convenables dun systeéme (11 et porté ees expressions dans les au-
bres p—a équations du méme svstéme. Done, on anra:

ol o it =0

Le systéme (20 représemte une fignre & p- (p-n)=n dimensions
dans  Despace  trans-cavtésien, 1 est évident  gque.  dautre part.  cest
la végion chercheée /2 e tons les points possibles et senls  lex points
possibles e Pespace  trans-cavtésion, Appelons cette figare Fespace des
fotnis possifies,

W oréselte de ee qui préeéde que. par un changement trans-cartésien
dis coordonndées, tous les points de Pespace cartésien s¢ transforment en
points de Pespaee trans-cartésion, vemplissant  complétement  la région £
et niexistant gque dans cette végion /2,

3 2. La hgure trans-cartesienne.

4 Ldée des points impossibles, indiguee dans le parvagraphe  pre-
ecdent, comme nous e vervons plus loin. donne des résuliats tres féconds
pour 'étwde de plusienrs propriéeés  importantes des  figures  planes e
spaciales,

Prenons dans Uespace a2 dimensions une figuve 98 a4 - £ dimen-

sions. donnce par & équations suivanies:

.I|F“| 1 H.. “'-_h. & w .h.l:l'” I —ﬂ
l||II'.._.| ir-I'!- “'__n. e -1r-|r||| 1= I:]

Loty e et e il e )

Nows pouvons toujours vénniv avhitvaivement lesvarviables g, ..o ty)
de fonciions /7 en P ogroupes diffévents. on p=1. Solent ces  gronpes:

Uy ey Ly, My, . . iql
E1E _ Uy =0Ps | Mrsbby, . ... iy )

Up =Gy LMy Way s My ).
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Le systeme des équations ( 33 <‘exprime par les vaviables nonvelles

(o) de la mamere soivante:

P (Vs y ) =0

(<41

Considérons espace donne a2 dimensions. comme espace cartésien
et prencns les équations (17 ), comie formules de trsnsformation trans-car-
tésienne des coordonneées, En considérant les vaviables (#) comme indépen-
dantes de vaviables (a0). Vespace a p d mensions (1) nous veprésentera
Pespace trans-cartésien, tawdis que le svsteme (4 déteymine wne Figoare
i o e dimensions dans Pespace trans-cartésien. Figure T est fa trans-
formation trans-cartésienne de la figure donnie 9%, ;

De o méme maniére, gue dans e paragrvaphe préeédent. nous trou-
verons dans Vespace trans-cavtésien la région /7 des poiuts possibles. de-

terminée par les dguations suivantes:

; _,||!I| | :.|-| EI'Ig ----- E‘_I'- .I l‘
(2%) | S (T @e....0p)=0
| ook @@ i) =0

Les points possibles de fa figure T se teouvent. évidenmment. dans
Finterseetion de cette figure P detérminee par les équations ( 4 ) avee
i région /N déterminée par les équations (27),

Dans cette transformation irans-cavtésienne  chague  syvsteme  de va-
lenrs, (2.2, .., . 0, ) satisfaisant aux équations ( 3), se transforme en un
(on plusicurs ) svstéme de valenrs oy @ 2 ) satisfal=ant aux  équa-
tioms (4 tamdis gque chagque  systeme  de valears (¢ ). ne satistaisant
pas  aux  équations (3 ), se transforme enoun (on plusieurs ) systéme  de
vitlenvs (). ne satisfaizant non plus aux équations (4). La  méme
chose a lien dans chagne transformation réciprogue, lorsque elle est pos-
sible dapres les équations (17)

Tout vela nows donne le droit d’énoneer la proposition  fondamen-
tale de notre théorie.

1). Dans chague fransformation frans-cartésieine des coordonnées,
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chagque poind, appartenant ¢ wne  ficure W de Uespace carlesion, se
lransforvie en i (o plusicurs) poind de Fespace. trans-caricsien, ap-
paricnant a la figwre W, representant la fransformalion {rans-carli-
stenite de la ficure W, Landis que lous les points de Pespace cartésion.
sitees en deiors de fa fignee 8 se transforment en points de Pespace
trans-cartésien, stlues en deliors de la figure fransforsiie |17

2. Lensemble complet de tons les points de la figure W se leans-
formic cit un ensemble de poinls de Fespace lrans-cartesien, vemplissant
compicienten! la partie pussible de la fiqure Gransformee 117,

S Seit le systeme {30 de £ édquations 4 4 variables, déterminant
uniformément wne fizgure 28 dans Pespace cartésien. S Pon choeisit arbi-
tratvenment dans ce svstéme des cquations quelgques  parminétres et, si Fon
donne 4 ces  dermiers suecessivement  les différentes valenrs numériques.
on déteriine ainsi successivement et untformément toute uie  seérie des
Ngures ponvelies, Supposons que uous avons choisi 2 pavametves,  Consi-
derons cenX i comme des ineonnses er clierchons lears valeurs de telle
sorte gue i figure ainst umformément  déterminée  passe par £ points
dones,

Ponr vésowdie eeite guestion il est nécessaire  de substituey sneees-
sivement dans ces & équations dn svstéme {3] des valears des  eoortdon-
nées du 1, 2., 4 poinis denués, Nous obtenons ainsi un svsteme de pl
toations a2 ineonnues, Comme il est certain, les conditiong pécessaires
et suffisantes pour vésoudre ce  svstéme  dans Je eas général, =onl bos
SUV I s

1} r= pa.

2) que e systeme de ces Gquations soit linéaire par rapport i po -
Fametres variables gquiil contient,

A aue e déterminamt d des codflicients de ces 7 parameires ne
solf nnl,

borsyue &=1, alors F=p ot le systéme (3) prend la forme sui-

VI
(6) Ay (o tty )+ (g, )4 o+ Apaltty.. . 2ip) = T=04

ou les o sont des pavamitres choisis, L
Prenons les formules ci-aprés de la transformation trans-cavidsicnie

III'-.‘-'u J"l.ll'l-r!lirﬂ'r".‘.‘._‘_a_
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N U T | R
Yo =0 K sy st st

(1%
; l

]

=Yl My . {9

et effectnens cette transformation, Nous aurons:

[?1 s {1 'y - -Jll_r ‘_‘: E li:t;'H TR -"L- L':,- i "ﬂ
Fan danires termes, la figuve 98 de Pespace cartésien,  déterminés par
Péquation ( 6 ). se trapsforme en espace lindaire 8 f— | diwmensions, situe
dans espace trans-cartésien a p dimensions ot déterminé par Pégquation

/
VT Désignons fe opar Ao, comme cest Dasage dans o géometrie a

plusieurs dimensions,

CHAPITRE 2.
Quelques exemples d’application.
§ 1. Lliniersection des trois courbes de l'ordre wi sur le plan,

6". Supposons aque dans Pégvation {(6) 2, et que les fonetions
Byl .. solent des polvnomes en a4y el en i d'un degre, an plus, égal

aoni. Alors, pont chagque syvsteme de valears des pavametrves (of,. Aa, L. 4
Féquation:
18] Ay (geity ) Sl pa( Wy M ) oo et Ay tppl My it )+ 1 =0

détermine sur le plan cartésien vie courbe de Vordre e,
D autree part. éguation transtormde:

L a 4
]

efs) Ayint eyt A Adptpt i =0

détermine un espace lindaive a p- 1 dimensions,

Dane, wous avous dans ve cis une correspondatice suivante:

A chague point de Pespace cartésien covrespond m et un seul poanl
fde Pespace traps-cartesien: @ chague courhe de fa famille (8 ) corvespond
un et un sewl espace £ L Béciproguement. a chague /o, dCaprés la trans-
Formagion trans-cartésicnne, correspond ane of une senle courbe de cette
Famille,

Gananeiok wioyghlnd b dnstly N | &



Méthode nonvelle de la géometrie analytique 146

7' Seient doknées sure e plan (O trois comcbes de Pordre m de Ja
meme famlie:

i vyttt )4 Al s )4 oot ifan e 120 | A
|4 B Gty )+ By s (a4 .4 Begp (i Y41 =0 (B
Crga (e rey )5 Gy opuldr my } 4 b G [ty )+ =0, (0

En tenant cpmpte de la transtormatien irans-carvicsicnne des coovdonnees,
ol ol et o= l"litliilliillj.‘- l:'ul'-.'lirl'-r-'_

i Ayt Agpy o A 1
.-".;| i J'Ir": Yo £ i I'r".-zru " ] 4
(GRS G L el S o

1 10

déterminant trois espaces a4 — | dimensions. Désignons ces espaces par
= O R i . . . :

foo Ly - B, respectivement, Ov, comme il est ocertain, am systéme
de £ éyoation= linéaires (£=10.2.....00 & p variables,  détermine  dans
Cespaee o p dimensions un espace  lndaire & f— & dimensions,  Done,
les  équations  (10)  dérermivent denx a deux.  epcore teois  espaces

; . 3 M W T T Y T | R By e
H] J.I’:- 2 dimens=ions, Désignons ces CRJELCES T f:P___ ..F"'.,., _.--l"r‘.,. - WITHTE

tontes Jos trois ensemble, Jes 1"lirmliuu- 10 déteriminent  un expaee

. . o | ',li ]
3 dimen=ions. gite noas désignons par £

i1

i t-.ﬁ'.};'.l.'..

. : gyl A
il o=t Svidlent. QI eflre ces osepl esjpices Diniesni e ..Ir;l,. |
A0 8 I 1 L T o S B : J :
.."r J‘r P .‘, e Jru - existe la l'--I'i'l‘ﬂhrlhl:ulh' Cl=i =]

48 b - {rh) oYy
.r'r'._,, ,.oetani Pintersection de £ avee fry

ol LE |

el place  compléte-
: (1) L
ment dans ces deaxy derniers espiaces, ]'-.111. tement fo7 0 est sitne dans
A LA By
fr ¥ f’

gz Aep_y

T
i

] . el ; f
f{ ;e f:‘., I|' tandis que ,a":;. L Be Lrenve ialis ..I'r'_I. }I el

- : : 5 DI R | ) : :
Fintersection des trois espaces [ fy Ly o Mads, dlautre part,

- o, ST I ) i ; e
il oest sitne dans chacun des R AR f’.,, . -f__. ..f,‘,. LU il et

anss Irm- intersection,
Il o=t certain. 1||i4.~ clsgque £, est bien déterminé par g 1 ode ses
poiint= .||h|l|.nn~«- qui napparticnnent pas aoun oméme L, Mais, 1ons

les j’,,, avant ul el "r'.l R ST IR forment un faisceaw,

LBy B A J A -
Vapres  cvla. f:,f.__...r“,l.l, _,!_J"_'_FI:__,’_ avant ::,l'_ : Commng.  forvient

un faiseean,
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WY moient données deux conrbes dans un o méme plan: Nane de Vor-
dre et Pantre de Pordre £oon ="z csupposons quae la derniére est
indécomposable. Geénéralement, elles se coupent en a0/ points. on bien, la
II\'['“liIL'ILI‘ I‘I:,IIH"IL' I:'I.I':lfji“t” l‘I:I]|li}|l.'Tl,_']‘lll'|” !.:I :-i.'l'-lJ-]r[h', i 1i-ir'l'1'j1';|||n:-'~:|i|:|' dj;th.
ce dernier cas en cette convhbe de Popdre [ et encove en une  antre de
lovdre m 1.

10, Pour  les denx conrbes gueleongues de Fordree peosur le plan

: . : wfAY i
cariesien nons avons done. (e il une JRICT Jes esjhEces j‘ll:lr,_l.f_".j_'., Colres-

. S 2 .
pondant @ ces convhes ont up £ comunin et que, dantre part, ils se

l'hllfu']'.l e Mt e mes r..i"r-._
1l en vésplie, n||l1;|. Coes e ]liri“rh dmterscetion  du ]1|:|I| Carleésiel

: el a : S
cortiespond  dans  Despace (rans-cavtésien Uintersection de f‘._" , AYer Ia

pegion 77 des points possibles (0" 30 tandis qu'a chagque antre poimt  du

s ] 2l Y
plan cartésion correspomd un poing en dehors de S50 07 Des lors, en e-

mant compre dn "%, nous obtenens immédiatement le résultat sunivant;
v Par wne poind arbitraive "W du plan cavtcsien of par Jous les
poinds dmterseclion des dewx conrbes guelcongites de Cordre we sure e
mcwie plan on pend fowjours mener wie cowrbe de lerdre .

|1, Seient domuéessur le plan teois courbes de Dovdrve g (AL BYeti )
el [ ALCEYL (0B )L (O (A lears intersections deux a  denx,
Cheisi=sans arbilvairenent =ur ce plan on peint 07 ¢f menons par ce point
el par les intersections d ruicres suecessivement trois conrbes de Pordre
groee o qui est possible dfapees e ntopréeddent. 11 est oaisé de voir,
A cos frods conrtes devnires fornicid G ‘,lf'-‘h'i."-'-l"lf'r!'i'f.

En effet. aux tyois intersections (AL B (B C)) (O A)}

correspondent dans espace trais-cartésien respectivement  irois  espaces:

A LY AR S8 .
j-"f' s 1 lop '='J"'r;!5 cooayane £ : commun (n" /L Anx tromz conrbes, pas-

sant par e point 1. correspoldent  trois espaces @ P | dimensions:

MALATN MBS , ) A A Y
f kT kL Ces derniers ont le méme f,70 0 commun e,
e dehors de cet espace. eneore un point quelcongue £ correspondant au point
: : A & M A AHCA) |
Mol Fespace cariésion. Done. les espaees f:;. FI '},.n"r'.;E_” j, J'rf._.. il B |
a a = " P 5 = -f.u.'l r‘;'}
dimensions  conticnnent un méme  espace a0 p—2 dimensions B

el I propesition devient evidene,
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& 2. Un cas particulier d2 la distribution des poinis d'intersection de
trois courbes de 'ordre m.

12°% Supposons waintepant, gque 28 (o0 ~San de e poines dlinter-
section des courbes (f5 et (5 sont placés sur nne conrhe quelcongne
Q de Vordre /. Je dis. gue. dans ce ecas. les autves wifan—[) poinis
dimersect on se placent nécessaivement sur owwe convhe de Vovdee m L

Fn effet, prenons sur cette courbe £ le point arbitraire M dun n®
précedent. La courbe ( fF) de Vordree gz, passant par le point 0 er par
Pimtersection ( (A0 050 ) a an weins /1 points compins avee 13
courbe &2, Donc. dapres de n® O, Lo conrbe (/) est composte de cotte
courhe 2 de Vovdre £, passani par amd poinis donnés ¢t de Vautee 7 e
Vordre m— /. passant par les antves a0 (e — 1) point= dlintersection. ), KD

1 3% Sofent sur lé plan tvois convhes (4w (B )L 1€y de Uovdre
passaml par les mémes 2l points, placés sur e couche O de Pordre f;
Pés lors, il existe encore trois groupes de gm0 points lintersec-
tion, placeés, d'apres e o’ précédent, chacun sar wne eourbe de Pordre
me—L désignons les dernieres par [ . F Les vois courbes composées
de Vordre e 82, 'V 08, A0 (20 £ par suite du n® 11, forment un
faizcean, Done. les conrles [ /& e Vordre m - 7 de Corment apssi,

En vésnme nous oltenons le théorime suivant:

Soien! sur e plan trois conrbes o Cordre e, se coupant en i
poinds, sites st fa miémie cotirbe de Fovdie T {ome I="my Alors, ces
frens convles donndes se coltpent encore, denx @ deinx, cn (rois gropes
de wi(m—1Y points, anfres gue fes precedents; chacin de ces groufes
de poinls se place wécessaivement sur- e conrde de Dovdre m= 1 Les
deruicres, wie wombre de freis, forticrl un faizceat

P4% Tandis gue les théovémes précédenis ue Font gque Ja partie d'un
théoréme fondamental de oo ométhode exposée dans ce travail, s ont tout
de méme une importance consileralide,

Mettops par exemple. dans e théoreme dn w 13 m= 3 /=22
Alors, md=06, m~I=1; m(m-—-1)=3

Nous avons done:

Stgend sur le plaw frois courdes de Fordre frois se coupan! #u 6
potnts situcs sue fa wméme comqite. Alors, ces frois conrbes  denndes
s coupenl encors, dend i deity, en Lrols fernies des peinds. aidres que
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les précddents; chacun de ces teries se place néesssaivement sur iune
droife. Les derniéres au nombre de frois concowrent e wn poind.

Dans le eas purtienlier. lorsgque les trois convbes données de Pordee 3
st décomposent  en trois ternes des droites. nons obtenons trois droites
de Pascal. conconrantes en un point de Rivkman on de Steiner du eélébre
hexagramme de Paseal § Fie 1o

Fig, 1.

Admettons = 4: =2 el sUpjrosois les conrbes de Vordre 4 de-
composees cn gquaternes des droites, Nous obtenons  done. une  propriéie
mteressante dlun octogone inserit dans une conigue: chagne coré de et
setogone conpe les denx adjacents an coré opposé. Ces 8 points g
nors obfenons aisi se froweend sur wne menie condgiie ( Fis, 2),

Fpee, o,

Soient =4, [=3: alors, m/f=12., mim—==4, m-—-I=1.
Bone. il <¢n =uit:
Sotend sur le plan frois courbes de Fordre & se coupant en 12
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pomnis sifucs s laoanénte conrie de Fordre 3. Alors, ces trots conyhes
données se coupeni encore, dedx a qetax. &y .-'rnj_-:'r‘.'-rmff'rw_ des Jroiaeds,
ires qite les préceaents; clacun de cesgualeries se _,.I'-'r'm':'m-’.«':*.t-rﬂinumm;r
s e droife. Les dovwidres. aw npombre de frofs, conconrent en un poing.

15" M. Biwwhmwond a rattache émide de Phexagranone de  Pascal
any considération= fes plus élémentaives de la Géoméirie 3 4 dmensions
H oa constdére pour cola une figure formeée e six poings dans | espace
a4 dimensions, Mais, il nons est évident maintenant que les teavaax de
cet autenr pots donpent un exeanple remarguable dCapplication  de  notre
methode, Tei pons indigquereons o sne manieve treés simple une  propriéie
e cel Jiexasra e,

Revenons a L fiz 1 Onovert bien g elle représente nne confizuvi-
tion de 12 dreeites et de 16 poims, Sar chaque droite il v s 4 points:
par chague point il passe 3 droites.

Denx cas =ont possibles, suivant Pordree dans leguel on joint six points
de o conique par trois ternes des dvoites: 1) On penr assoeier les 13
points de la confguration, quatye & quatve. de facon qu'en chague quaterne
coneonrent tontes les 12 droites. trois par trois. 20 Cela est impossible,

Fig. 3. [Fig. 1.
|
|
T | SN T | : | j
- i ' ':l;
&‘*-; "nf e
R T £ N '[ 3 "‘
s / b 5
. : P
., / ;
. ..«-”F »
!I- ‘-f
LT 1 - [ A &0 %
- & ; ﬁ \’Ci:~
i \

Lorsque cette association  est possible, elle peat se faive de deny
wanieres dif férentes, On voir eela dapres les figures 3 et 4,

“y Yuart, Journ. of purc and apphed. Math,, t, 3. 1900, po 125—i60
Mathematische Aunalen, t. 33, 1900, p. 161 —176.
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16", Envisageons maintenant le 1 oeas.  Copsidévons, =uivant le
priveipe de dualiteé, la configuration véciprogue de la fig, 4 la hg S

-

Fig. o,

nous doune la contiguration de 12 paiits et de 16 deoites,  Par chague
point jassent 4 dreoites: sov chague droite =c¢ placent 3 poines, Do plus,
160 droites sont associeces enoquaternes, passant claean par tons Jes 12
points de la conliguration. Sur la g, 5 clagne quaterne des droires
A son tree special,

| TS A T ilis VaRIY i JibiEs |"rr".'- | 2 ‘,"q-u".-'!:".h' et e a':JJ'.f_,.I'F_;‘".-'g'r'q.'.‘.-'h..r'-'
sontf =ie e mesie coirte de Fordee frogs.

Fon cfler. on voit gue L droites de la contigaration  paesent  par
les point= 2. 50 C: tandis que sixoaotres se décomposent en deux feries
dex droites. Ces deax ternes s coupent en neof points pestés de i con-
Pienpeation. Done, les dernners  foat Dimtersection des  deax © conrlies  de
Vordre trois, 11 <"en suit gque chague conrbe de Uoredee trois, passant par
heit e ces pend points, passe pecessairement par le neavieme, Supposons
que e pewvicme point est le point 5 de notre Gigoee, A ppliguons e meme
raisounem wtoanx points bl 3 B oer 10 20 A et pous abticmdrons innddiz-
tement gqu nie conihe de Pordee tvois, mendée par neal points e notre
configuration, exceplant les points 1. 20 3 piisse necessaireiment par  ces
devmivrs, Mais, 1l est certain gque par peaf points arcbitraives do plan on
penat towjenes mener e convhbe de Povdree teois et Ji proposition st
ains démontree,



—
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17" Dame, pous avons dans ce ocas 4 quaternes  des  droites (on 4
courbes de Povdre 400 passant par les mémes 12 points,  situés sur une

conrbe de Pordre 3, Des Jors, il existe encore : 5> = O quaternes des wints

diintersection de e conrbes de Povdre 4, Dapres le théoreme du n®
4. chacun de ces guaternes des points se place sur une droite et les
dernieres. an nombre de & conconrvent. trois par trots. en 4 puints,

sur la fig, 6 on Dait la constraction veéciproque  a celle el dessus,

16 points associés en 4 guaternes {(=ur la fig. & chague quaterne a son
signe spécial de forme ponder. covvespondeni o quatre gquaternes  de
droites de la configuration précedente, Six points carrés ((dont le sixieme
noest pas onentre sue la g, 6 ) situés, drols par treis, sore geatee droites,
correspondent anx six droites précédentes,

En vevenant aux fig, 3 et 4, on voit gqutl existe epeore sixoantres

poimts analogues ponr laoweme configuration.
§ 4. Le principe dz dualité dans |'espace irans-cartésien.
[ Considerous sar e plan cartésien équation genérale do second ordre;
(11) B W e S B e W e S g T O ) (o P ] [

FEn translormant cetle couation: comime g u" 5 nous obtenops | éguation:
i |

(121 Ay A Astet Ayt Ao 4 vt 1=0,
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determinant wn espace lineaive & 4 dimensions £, dans Pespace  trans
cartésien a 5 dimensions, Clague point de co dernier est détermine par
les valenrs numériques dos variables @y 00,80, 5.0

n tenant compte de Péquation (12 ), envisageons, swivant le principe

de dualied, Vespace réciprogue o notre espace trans-cartésien. dont cha-

que point est déterming par les valenrs  numeriques  des coefficients

(dyocda A Ay L) de Péguation (12). Déstzeons le premier de eos deny
gspaees trans-cartesions par Pespace | oet Pautre par Vespace 11
L oestoaise de vorr gquentre le plan cavtesien s £ en Pespace 1 teans-

cartesien existe la corvespondance suivante:

L plan cariésion Liespaee 11 tvans-cartésien & 5
0 i " J - - i
dmen=ions,

Une conigue arbitraive. U point

Quaterne des points Cunersection
des  deux  conigues arbiteaires, on
Bicn, unie mfiie lipcaire don pre- I tiee ddroite,
mier degre des conigues passiant par
Cie quaterne des poings,

Ui infinaee lincaive -du seeond
l]'F",'-‘Cl‘l"' ihes t‘ﬂlli'l;“""" it "'":""II'I'"’""_ Ui plan
. F P ]

tes fes contgues passant par les moe- L

mes treis points domes ).

P, L]
Pleux quaternes de s stniopisnée 5 Deux ileottes eonconrant ¢en un
SUE BN e conlgue, point  correspomdant o eette  o-
e,
. ele, vle.

Désiznons par A le diseriminant de Pegquation do secomd  degre:

Tl b D S TR R s LR

&

L

AL st eevtain gque. lorsque =0, Péguation ( LL) veprésenie un coujile

e droites, Dantre pact, dans Despaee T trans-carvtésien Pégquation J =0



Méthode pouvelle de la zéometrie analytigue 154
détermine un espace i quatre dimensions Y avant  Ja courbure du troi-
sieme degré, Appelons eer espace lespace discriminant. Done, tous les
points de Pespaee 11 covvespomdant aux contgques deécomposces en conples
de drontes. se placent dans Uespace combe 20 1 est evident gne  ehague
plan. mend dans Vespace 1T trans-cartésien,  coupe  Pespace discriminani
Xoen wne courbe de Pordre 3, Nommons celle=ci fa courbe discriniante,

19 Menons par un point O de notve espace I trans-eartésien a 9
dimensions  deux  droites  arbitraires O et 0, déterminant un plan.
Fnvisageons ce plan trans-cartésien ( Fig. T3 Deux dvoites (o er (20
conpent dn courbe diseriminante de Vordre 3 en six peims: A 5.C. ),
L Considérons le conple des droites A0 commme ime conigne ot me-
nows par Bopeints A BC O RS un terne des droites A8 B0 CF Consi-

Liimage cartesienne
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dérons ce terne comme wne antre conrbe de Dorvdree trois, passang par les
Wemes =ix peints de la conigue MOS0 Done, daprés e théoreme du
14, les trois antres points G AL 7 de rencontre de ee terne avee la courlic
diseriminante  sont  aligncés  néeessairement. I oest facile de compter que
par 6 points A LC O on pent mener 6 diffévents ternes de droites,
analogne=s an terne A/ B CE, Nous wen prenons qitun seul. Des Jors,
sur Ia fig, 7 nous avons ohtenu 9 points A GO L PG TS situds sar Da
courbe diseriminante ef alignés. en meme temps, (rois par trois, sur denx
ternes de dreoites: AF BO.CE ev A5 FD.GH Appelons cette fignre
Cimiage frans-cartésionne o cherchons Vinage  corvespondente sur e
plan  cartésien.

Mais. nous avons vu qua chagque point  trans-cartésien,  placé en
dehors de la courbe discrimimante, correspond sor le plan eartésien ane
comigque  indécomposable, tandis qu'a chague point de T oeonrbe diserimi-
nante corvespond un couple de droites,

La construction est faite sur la fig. 8. La conique arbitraive () de
cette fizure correspond an point () de la fig. 7. Denx  gqoaternes des
points AHC et LA corvespondent sax dveites O et OF de Vimage
trans-cartésienne cte. La construction est ciaive a canse de la méme deé-
signation des  éléments corvespondant  sare les denx images, Puisque fes
points A0 de Vimage trans-cariésienne sont aligneés, les  trois couples
e drowes: [f A GG de Viage cartésienne concourent néeessairement
el i quaterne  des  points GAAS Dis lors. Vimage  caviésionne repre-
sente une confizuration de 24 points et de IS dreoites, Par chague poim
passent 3 droites: sur chague droite se placent 4 points,

200 On penr pousser plos lomn le vaisonnement précedent et Pappli-
guer i iétude des autres propriétés compliguées des configurations planes,

Par exemple. il est facile de choisiv 2 points sar le plan, placés trois
par (rois sue trois ternes de o droites, Gooobtient eela immcdiatement, en
sappliguant le théoreme de Pascal o nie conigue décomposée en conple

Sdle droites. Dantre part, il est possible, dapres le n®16, de choisir sur
e conrbe de Povdre trois 12 points places, trois par trois, sur gquatre
squaternes de droites. Revenons a notre plan trans-cartésien et suppoesons

e sur Ja conrbe diseriminante de oce plan sont places les D points pre-
edents. Tmediztenent nous obtenons une figure  corvespondante s e

Al cartesicn, représentant wne configuvation de 92 18 drojtes el

-



Mathede nonvelle de Iy séomdérrie analy tigue, (T

de 90 4=36 points. Par chague point passent trois deoites: sie cliglie
dpeoite se plavent 6 points. Done,  a possibihite de celic consiruction osi
compleiement demontrée. En o eonstreisam =ur la courbe disevimingute 12
|"'hﬂh |'1}:l1.'-"-. Lrids [EHES [ruis, =nr < QU erne- e dvoites, oun abilient s
I I'—IIHI CAarlesicn nhe condiEuraiion ciheore !|h|;.. 'I“mp]i‘l“':*': un résequ de
1208 =24 droites ol de 1654 = 64 puinies. Par chague point passeut 3

droites et =ur clague droiie se vlacent S POl

Dbl ki hadieln,

Le 300 Aont. 1919



BECN PROPOSITIONS DU CALCLL DES Y ARIATIONS

Par M. A, Bazmadzé,
I.

SUR UN THEOREME FONDAMENTAL DU CALCUL DES
VARIATIINS

Le bt de eette note est de démonirer d one Tacon divecte un théo-
reme fondamental du ealenl des vaviations, Nous donnerons  dabord un

theoréme  d'un caraeter gencral nécessaire pour la gquestion considérée,

THEOREME. —Soiend -cA(x)h Bex) dewx  fonclions  conlinues
determmees dans un mdferzalle (xy, va). St Fidéerale

o4

=

= Alxyyix)s+ Bixyy(x) dy

i

|
esd nulle powr la forwe possible de la fonction vix). admellant e
dirivde bornee dans Cinfervalle (xy, xa) of sainulant pour v=x, ¢f
x=xau, i exisfe nne derivee conlinne de fa jonction Bix) dans font
Fintferealle ( xy, xs) ¢l

_,: Bx)=A(x)

Considévens la fonction v () définie de la wmapicrs smvante

Soient v, 5 denx valeurs de a dans Pintervalle {4y .0 ) assez voi-

sines I'wne de autre et ¢ une quaniité positive arbiteaire < "% La

courbe yeprésentée pay Uégquation y= y(.x) passe par les points Polay O
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=,

v, D) Blate,e) Cle=g8) D150 Ll v ) Entre lces

points Ta fonction v{x ) esl Hudaire comie Dindique la Nzure,

i

: B ¢

| e L

g - 1 ! t R LT

A e e s g
-y o

Comme Ia fonetion vy pverifie les conditions da théoreme, Vintéziale |
prise le long de la conibe [ ABCH LS doit étre wdentiguement nalle on

L # =
] - | -

[ Alzjiz=x)+ Ble) idz+e E,.l’ G l A (§—2) ~ Bz d==0,

J Biz)dz - J B{z)dz + & { Af2)ds
{\i] | = i !—.: -
| I.u.:u_: )i ] S)(E—2) s

-
g L

L1)

Soit i le waximum de |y ?1' dans Pintervalle (a0 ). De Pégua-

tion precedente on déduait:

H
[

i l.lla';:;l':']' Az~ l Bz 4 ¢ l._.;{:},f: T

En divisant les denx membres de Uégalitd (1) par & et en passant en-
stuite a la limite powr =0 on a
:

BOYLB(E) Y ] (3)dz =0,

5

ou bien, en divisant par Z-—ux on trouve
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H
oy Jj.'q,'-.]—.nlf] i
(2] iy T | AB)de
a
Letbe eéquation  doit dye vérifiée pone chagque paire de nombres n,
LY =
COmpris entre A et 3.
Supposens waintenant la quantité v constante et faisons tendre

Cvers v, alovs e membre drait de Péguation (27 tend  uniformément
Covers Ja limite /{x). Par conséquent il exisie une limite pour e nenbre
gauche, e'est i dire quon a:
e R
(3) =L =)

Liexistence de la devivée eontinme de la fonetion B (x) dans 1ont Fin-
tervalle (4., ) est ainsi démontrée.

La condition ( 3) est non senlement uecessaire, elle est encore suffi-

sante pour que =0 pour chague fonction v(x) de la forme indiguée
dlans notr: théoreme,

THEOREME FONDAMENTAL DU CALCUL DES VARIATIONS.

Sida fonction ¢ (x) de la classe C donite un extremum relafif de
Litegrale de finie.

W
H

, F="1 A v v Y

-

e wevifie Figuation diffeventiclle
fo= i fr =0

De Ia forme de la premiere varviation de Pintégrale précédente on déduit:

G |

’fr n(x)+ fe{v)lde=0

g

~ pour chague fonetion g(x ), admettant une dévivée bornée et s‘apnulant
Cpour v=ay et =, '
- Diapres le théoveme precédent on a



1600, Welerstrass ob I @nbdioot potera.
S
Sy— g fe=0
el e théordéme fondamental du calenl des varations est amst démuntee,
Fon tenant compte du meéme théoreme on déduic gque da déiivée de
la fonction f. v, 9 {..1.'j.r,f’{ )} evisie of quelle est continne  das font
Fintervafle (1 ,4%)
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